Operatory na kratach Banacha
Lista 5 (Operatory na kratach wektorowych)

Zad 1. Niech X, Y kraty wektorowe. Rozwazamy przestrzeni operatoréow liniowych L(X,Y) jako prze-
strzen wektorowa z porzadkiem zadanym przez stozek operatorow dodatnich L (X,Y"). Pokazaé, ope-
rator T € L(X,Y) jest regularny, czyli jest roznica dwoch operatorow dodatnich, wtedy i tylko wtedy,
gdy T'< S dla pewnego S € L (X,Y).

Zad 2. Niech X, Y kraty wektorowe. Pokaza¢, ze operator T € L(X,Y) jest porzadkowo ograniczony
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego = € X, istnieje y € Y, takie, ze T[0, z] C [—y, y]. Wyciagnaé stad
wniosek, ze kazdy operator dodatni, a w konsekwencji kazdy regularny, jest porzadkowo ograniczony.

Zad 3. Niech X,Y kraty Banacha. Pokazaé, ze kazdy porzadkowo ograniczony operator T' € L(X,Y)
jest ograniczony (normowo).

Zad 4. Przypomnijmy, iz operator liniowy 7' : R — R™ mozna utozsamia¢ z macierza [t;;];) ;_; liczb
rzeczywista, gdzie (Tz)(j) = >, tjx(i) dla x = (z(1),...,2z(n)) € R™ Traktujac R" i R™ jako kraty
wektorowe z porzadkiem zadanym po wspotrzednych pokazac, ze

(1) operator T jest dodatni <= t;; > 0 dla wszystkich 1, j.

(2) Kazdy operator liniowy 7" € L(R", R™) jest regularny. Doktadniej, jesli ' ~ [t;;|;7 ;_;, to ktadac
ti; = max{t;;,0} oraz t;; := max{—t;;,0} dla operatorow T ~ [t5]2] ;) oraz T~ ~ [t;]i)
mamy T = T% —T7. W szezegolnosei, |T'| = TF + T ~ [[t;l];2] ;=1

(3) przestrzen L(R™ R™) wszystkich operatorow liniowych z R” w R™ z porzadkiem zadanym przez
stozek operatorow dodatnich jest kratg wektorows izomorficzng z krata wektorowg R™" = R" xR™
z porzadkiem zadanym po wspotrzednych.

Hint: Odwzorowanie L(R™,R™) 5 T w [t;;];2} ,_; € R" x R™ zadaje zadany izomorfizm

Zad 5. Rozwazmy krate Banacha C(M), gdzie M przestrzen zwarta, ze struktura zadana punktowo i
norma supremum. Pokazac, ze

(1) Kazda funkcja ciagla a € C(M) definiuje ograniczony operator T, € B(C(M)), nazywany opera-
torem mnozenia, wzorem

(Tox)(t) = a(t)x(t), reC(M),te M.
(2) Kazdy operator T, jest regularny oraz T, jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0 jest funkcja
dodatnia (nieujemna).
(3) Odwozorowanie C(M) 3> a+— T, € B(C(M)) jest liniowa izometria zachowujaca porzadek.
Zad 6. Niech (2, %, 1) przestrzen z miara oraz niech p € [1,00). Pokaza¢, ze

(1) Kazda istotnie ograniczona funkcja a € L*°(u) definiuje ograniczony operator T, € B(LP(u)),
nazywany operatorem mnozenia, Wzorem

(Tox)(t) = a(t)x(t), x € LP(u),t € Q.
(2) Kazdy operator T, jest regularny oraz T, > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0 p-prawie wszedzie.

(3) Odwozorowanie L*(u) 3 a+— T, € B(LP(u)) jest liniowa izometria zachowujaca porzadek.
Zad 7. Niech K € L*([0,1] x [0, 1]). Pokaza¢, ze operator catkowy Ty : L*[0,1] — L?[0, 1] dany wzorem

(Tkz)(t / K(t,s) s, x € L*([0,1]
jest poprawnie okre§lonym operatorem ograniczonym, a nawet regularnym. Uzasadni¢, ze traktujac

L?([0,1] x [0, 1]) jako krate Banacha, ze standardowa struktura, odwzorowanie L*([0,1] x [0,1]) 2 K
Tx € B(L?[0,1]) jest liniowa kontraktywna injekcja zachowujaca porzadek.



