
Operatory na kratach Banacha

Lista 5 (Operatory na kratach wektorowych)

Zad 1. Niech X, Y kraty wektorowe. Rozwa»amy przestrzeni operatorów liniowych L(X, Y ) jako prze-
strze« wektorow¡ z porz¡dkiem zadanym przez sto»ek operatorów dodatnich L+(X, Y ). Pokaza¢, ope-
rator T ∈ L(X, Y ) jest regularny, czyli jest ró»nic¡ dwóch operatorów dodatnich, wtedy i tylko wtedy,
gdy T ≤ S dla pewnego S ∈ L+(X, Y ).

Zad 2. Niech X, Y kraty wektorowe. Pokaza¢, »e operator T ∈ L(X, Y ) jest porz¡dkowo ograniczony
wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego x ∈ X+ istnieje y ∈ Y+ takie, »e T [0, x] ⊆ [−y, y]. Wyci¡gn¡¢ st¡d
wniosek, »e ka»dy operator dodatni, a w konsekwencji ka»dy regularny, jest porz¡dkowo ograniczony.

Zad 3. Niech X, Y kraty Banacha. Pokaza¢, »e ka»dy porz¡dkowo ograniczony operator T ∈ L(X, Y )
jest ograniczony (normowo).

Zad 4. Przypomnijmy, i» operator liniowy T : Rn → Rm mo»na uto»samia¢ z macierz¡ [tji]
n,m
i=1,j=1 liczb

rzeczywist¡, gdzie (Tx)(j) =
∑n

i=1 tjix(i) dla x = (x(1), . . . , x(n)) ∈ Rn. Traktuj¡c Rn i Rm jako kraty
wektorowe z porz¡dkiem zadanym po wspóªrz¦dnych pokaza¢, »e

(1) operator T jest dodatni ⇐⇒ tji ≥ 0 dla wszystkich i, j.

(2) Ka»dy operator liniowy T ∈ L(Rn,Rm) jest regularny. Dokªadniej, je±li T ∼ [tji]
n,m
i=1,j=1, to kªad¡c

t+ij := max{tij, 0} oraz t−ij := max{−tij, 0} dla operatorów T+ ∼ [t+ji]
n,m
i=1,j=1 oraz T− ∼ [t−ji]

n,m
i=1,j=1

mamy T = T+ − T−. W szczególno±ci, |T | = T+ + T− ∼ [|tji|]n,mi=1,j=1.

(3) przestrze« L(Rn,Rm) wszystkich operatorów liniowych z Rn w Rm z porz¡dkiem zadanym przez
sto»ek operatorów dodatnich jest krat¡ wektorow¡ izomor�czn¡ z krat¡ wektorow¡ Rnm ∼= Rn×Rm

z porz¡dkiem zadanym po wspóªrz¦dnych.

Hint: Odwzorowanie L(Rn,Rm) 3 T 7→ [tji]
n,m
i=1,j=1 ∈ Rn × Rm zadaje »¡dany izomor�zm

Zad 5. Rozwa»my krat¦ Banacha C(M), gdzie M przestrze« zwarta, ze struktur¡ zadan¡ punktowo i
norm¡ supremum. Pokaza¢, »e

(1) Ka»da funkcja ci¡gªa a ∈ C(M) de�niuje ograniczony operator Ta ∈ B(C(M)), nazywany opera-

torem mno»enia, wzorem

(Tax)(t) = a(t)x(t), x ∈ C(M), t ∈M.

(2) Ka»dy operator Ta jest regularny oraz Ta jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy a ≥ 0 jest funkcj¡
dodatni¡ (nieujemn¡).

(3) Odwozorowanie C(M) 3 a 7→ Ta ∈ B(C(M)) jest liniow¡ izometri¡ zachowuj¡c¡ porz¡dek.

Zad 6. Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡ oraz niech p ∈ [1,∞). Pokaza¢, »e

(1) Ka»da istotnie ograniczona funkcja a ∈ L∞(µ) de�niuje ograniczony operator Ta ∈ B(Lp(µ)),
nazywany operatorem mno»enia, wzorem

(Tax)(t) = a(t)x(t), x ∈ Lp(µ), t ∈ Ω.

(2) Ka»dy operator Ta jest regularny oraz Ta ≥ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a ≥ 0 µ-prawie wsz¦dzie.

(3) Odwozorowanie L∞(µ) 3 a 7→ Ta ∈ B(Lp(µ)) jest liniow¡ izometri¡ zachowuj¡c¡ porz¡dek.

Zad 7. Niech K ∈ L2([0, 1]× [0, 1]). Pokaza¢, »e operator caªkowy TK : L2[0, 1]→ L2[0, 1] dany wzorem

(TKx)(t) =

∫ 1

0

K(t, s)x(s) ds, x ∈ L2([0, 1]

jest poprawnie okre±lonym operatorem ograniczonym, a nawet regularnym. Uzasadni¢, »e traktuj¡c
L2([0, 1]× [0, 1]) jako krat¦ Banacha, ze standardow¡ struktur¡, odwzorowanie L2([0, 1]× [0, 1]) 3 K 7→
TK ∈ B(L2[0, 1]) jest liniow¡ kontraktywn¡ injekcj¡ zachowuj¡c¡ porz¡dek.


